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Determinants



Fames multifineaives



Exemple principal : e, ...,le V

20 . ...e ( , --- ,n)Ple ... In(un)





Fams Symmetries/
Alternees





Rug : Pourquoi + et-1 ?

Si A verifie Visy
(ij)N = X. xck

on peut a nouveau appliques (ig)
(ij)(ij)A = x(ij)X = X?X

II

N = 12
· N +0 -> N=1 x=1)



Action de Ou sur Mult

Ge Bij (21, . . .,3) = On =Sn
On put farme to fame multifineaire
6 .
N : (v, ---.,un)NV series

-Your



K



Preuve: (Got) . N = 5 . (F . N)

on aGot
.

A (v
,, ---,

Und
=/(i)outier, ---- ,etmu)
E

.
A(v
, . -

-,n) = X(ve , - ..,Ve(n))

6 . to ()(v,, . - .,n) =EoN)(roc--scn



(s() , --,s(n)) = (wy, . - - ,wn)
T
.N(w , , . . . ,Wn) = X(W+e), - . .,W+(n)

wi= Vo(i)
WT(i) = Yg(t(i)

6
.(toN) (v,, . . ./n) =M(Voctux, ---Vs(m)

#



Rappel : Signature done permutation
Il existe un unique morphisme
de gup

non-trivial

sign : On-> (3 + 13,x)
la signature .

Il est caracterise

par
le fast sign (t)= por
= transposition.



sign(f) = ( 1)
+(6)

+(0) = l ub de maniere decriv
s en produit de transposition

+ (6) mest pas uniquement defini
mais t(o) mod 2 at bien defini .



Preuve : Simplement parce que (1 alternet
sign est un morphisme de gpe
etsi= t

, otzo ... out Titramposition
S. N = =
,
(+2) ... [N)) =(1)A
= sign (6) A

---- I



Si CarK=2or + 1=1,ethefames symK

et alternees confidentitig
Preuve :

Si A est altern en n variable

alon tiny rev

N(y, ...,Vi, .. - V, Yp--/ ) =
O

if



si on applique (i) on obtient

N(y, -- ,s Via --,und

= - N(vy, -- ,, V,---,un

=> 2N(v) , V, ...,VV , -- Vn) =S

=> Ny, -- ,s/---,Unfort
par2 .



Plus generalement si la famille
Ev --

-,Un]
stlies alas

N(V, ---,n) =0 .

En effet si elle
at fie if existe in to
Vi est Ch de S , -> Vitie---un]

par exemple Un =*Vp+ ----n+



Nig, ....,un) =A(vy, --- ,Van,V+ - - --m-
= X

,A(, - ..,n+N)+ - - - +Xn-A)Vg) ---,Ve,f
-

O O

= O .

En particulier si nj el la famille
Sux, ...,un] est toujours fie.
et N(vo , ..,un) =0



Si ned . Si A eAlN
,K

=Me
E=(x) ---, Ja)

Ke j ...d)= bare de VP

Si et tel que p existe isi' avec
difur



das Neg ---is Ei .. --d)=8

cu 1 est alternee

la some sur les y ne
contient

que
des terres ou les ji it ...d sout
distinct les ji sont d entires compris
entre entre 1 et d qui son tousdistincts.



= if existe Gedd tq
(d01 ---, (d) = (o(0), --,6(d)

=> N =Zaka-de
65dsign(6)N(e,, ---sed)

N = A(ep ...,ed) [sign(er...
GeGd



Pour

mV
;
1) = 1 il suffetde

D = [signoe --Des
B Gedd
stiefarme alterneeet0



Rmq Ws---(d)=N...(d)
Preuve : my A et0 au l'evalue
an ley ...,ed



Aple, -- , ed)= [sign()eleele
Gedd

X.-.started
Gu sait

que ele) =i
-sign(ey

d

= sign (Ids, ... ,d)
B



Sort == permutation de S, ---,d)
E.D =+) [sin(s)elB

-Zsign(s)......
S

s=tos"=Es

=sign(s)..



Sign (ot) = Sign(t) sign(s)
= signti[sign(6le...)

G'sign(6)
= sign(t)Xy= sign(t)Az
sign (s) EGF sign(sY'sign(6)
= Art et alterne

.

It



Lemme : Si 1
, ...

he V
,
seGu alor

6
. (20 . ...am)=jo .... obs) ·

Prenve : 6 . (9,0 ...on) (vy, ---,n)
= 1

,
0 ... x((Vo()) ---/o(n))

=voa
(= )



=
Cry, ----,Up

I





Interlude : Principe de symetrisation

f : IR-IR fet paire siff)=f(x)
fast impaire siffy)=f(x)

a partic d'un fet gue on pet fabrice
une fot paire et impaire en posant

f
+

(x) =f(x) +f(x) f(x)= f(x)-f(+)



8=
"

+8)
Ou se donme W un Kev

Go W Gungpe fini qui
agit lineaivement am W

i = 6 + GL(N)
g - i(y)



on va ecrive l'action we W

i(g) (w) = : g . w.

En cherche or rectan we quiet invariant
sou l'action de Gitq
YgeG g .Wj= No

etant donne we N

on farme



= = gw

TheG on a h.ng= NE
h
.Wo =h/ge g

.w) =E holg
= he

g
= beg =g



Exemple : [13 1 FIR;
IR/

E =HE .f : x=f(2x)
x+f(x)siz =+ 1

x- f(x) siz= 1

f= 1 .f +F1).f
, verifie

f(+x) = f(x) g'st paine.



Sout
y
: G (K) un maphism

despe
X s'appelle un caractere de G.

on peat alors chercher

Ny qui se tranfame par y sou

l'action de G : in

YgeG g .NX =X(g) WX



si on preud p
:+- GBCIRY
2 - E

in get fy ruific fex) =Ef,
Syst impaire

f=f(x) -f (x) =f(4.x)+(1)+f(zy.)
= N .f + y+.72))



Si W = Mult(V;1)
6 =On = sign

si A verifie VoeOn on
6. A = sign()N

on est dan le cadve precedent
et A stume forme alternee



w

Prenve : Sant Wy-EX now

ge g .Wy = g./Xw



=) go (bow)

-In)ge how

or por
h'
=geh higan

= Nich new



X(g'+h)= (X(y)"y(n))
+

= X(g)y(b)
+

g . wy= (g) 914) how
= X(g),X hw
=X(y) my .



Car W
= Mult(V

; 1)

G= Ed
Do

et w = e .... Ded

↳....signssign
6
. 20 ...Ded

Ab =Z sign(6)S...a
S



[sign(e)6. (e ...e)

sign() enDe)
=> [signto... Desi
6
I
G =E sign(o)" = sign(0)

II



Determinants



vi=je(
me base

Prevve : on

dietp(--,d) = [sign(isci
seOd

6=5t -sign
G= G(v)



dety depend duchoix de B
one base differente peut donner an autre
determinant det,

B

Mais tows sont proportionnels
det pi = detile-de

Ring : si (vy-yVe V
&



alas det(y-y vd)Ossi

(v) -> Vol atunbase de V.
- si (vi) ---,d) at lice on a vuque

detB(Ve, --, Vd)=0
- sinon (V -,Volat une base B
et detz = dety---Veldett'



Artplv , ...,) =Esign(6) X()
is d

Esign('-

s

= Esign(6)Tx
S 2 6(p)



Determinant d'un endomorphisme (d)

g : /--V .
Etant donne NeAl

&

on powe

g
*N:, ---,d)-Ngu), ---,gl

alos Go est encore me farme
multilineaire alterne et
en par la Theorie du determinant



pax = qX(e, .
--

,
ed)det

= A)p(), ...,g()) detiz
En defini det p comme etant le

scolaire obtene en prenant
A =det



&detz = det G . det

en d'autre termes

det= det(q(,), ...,plea
en fait detPEK re depend pas
du choix de B.

Si A st n'importe quelle autre FMLA



A = X det
it GA = 19

*

det= A detp . det

= detg(det) =detg.A
en particulier sion prend

Aceti B'unn autre base

on a la in famule Get'-detect





Preve : (1) on a pow tout base B

Godetz= det detr

detedat) ple, ...,Gled))
si on replace & par 19 xEK
det(9)=det(ap(),p

= X det(gle,, pleas



= X det .

det 4 .9

(409)detz= det/Pop) dete
No det (v, -- vol
= detB(40G(, ), -,poplue



= detB(y(q(, ...,4(9(a)
= 994

*

det/ (v, , -- --,Val
= detp . Udete(v, ----,d
= detpxdet det(---,Vd
= detxdet Gedet(v,, --- (d)



3 On a un

det P = det(ple), --Gle
eton sait

que detp(p(e),, Gled-y0

ssi(pled), ...,pleding stuve base
deV

= pe G(v)



4) detogop") =detly/detip
deteyeslu) = det(p)det

+ )

set(p)
If suffit de voir que det=det
Mais detPxdet(i") =detpop"

=detIdu)



det Idy = det (Edule), ---,Ed f
= detple, ..., ed)=





Determinant d'une

natice



&

Rmg : p :V -oV BaV MematBG
det (mutzq) = det(p)



Prenve :

M
& (min n



Exemple d=2 GFtz , 11,2)

labsign(ma

= m
,, m22
- My2M2)

= ad - bc .


